
Κεφάλαιο 0

Χρήσιµα στοιχεία σχετικά µε τα
σύνολα

Υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης είναι ήδη κάπως εξοικειωµένος µε τον συνηθισµένο
καθηµερινό συνολοθεωρητικό εξοπλισµό. Παρ’ όλα αυτά, θα παρουσιάσουµε συνο-
πτικά κάποια στοιχεία συνολοθεωρίας που θα µας χρειαστούν· αν µη τι άλλο, µε τον
τρόπο αυτό θα εµπεδώσουµε τον σχετικό συµβολισµό. Συνιστούµε στον αναγνώ-
στη, αντί να µελετήσει εξαντλητικά αυτό το κεφάλαιο εξαρχής, απλώς να ανατρέχει
σε αυτό αν και όταν ανακύψουν ζητήµατα συνολοθεωρητικής φύσης στα επόµενα
κεφάλαια. Το αγαπηµένο βιβλίο συνολοθεωρίας του συγγραφέα είναι φυσικά το Ele-
ments of Set Theory του ιδίου (βλ. τη βιβλιογραφία στο τέλος του βιβλίου).

Κατ’ αρχάς, δύο λόγια για την τεχνική «αργκό». Σε όλο το βιβλίο θα χρησιµο-
ποιήσουµε διάφορες καθιερωµένες µαθηµατικές συντοµογραφίες. Το σύµβολο «�»
δηλώνει το τέλος µιας απόδειξης. Μια φράση του τύπου «Αν . . ., τότε . . .» θα γρά-
φεται µερικές φορές στη συνοπτική µορφή «. . .⇒ . . .». Επίσης, για την αντίστροφη
συνεπαγωγή έχουµε το σύµβολο «⇐». Για τη φράση «αν και µόνο αν» χρησιµο-
ποιούµε τη σύντµηση «ανν» (η οποία έχει πλέον καθιερωθεί στη µαθηµατική γλώσσα)
και το σύµβολο «⇔». Για τη λέξη «εποµένως», χρησιµοποιούµε το σύµβολο «∴».

Ο συµβολιστικός «µηχανισµός» µέσω του οποίου η έκφραση «x �= y» νοείται
ως άρνηση της «x = y» και η «x /∈ y» ως άρνηση της «x ∈ y» θα επεκταθεί
και σε άλλες περιπτώσεις. Για παράδειγµα, στην Ενότητα 1.2 ορίζουµε την έκφραση
«Σ |= τ», οπότε η «Σ �|= τ» είναι η άρνησή της.

Συνεχίζουµε: ένα σύνολο είναι µια συλλογή από αντικειµένα, τα οποία ονοµάζον-
ται µέλη ή στοιχεία του συνόλου. Ως συνήθως, η έκφραση «t ∈ A» σηµαίνει ότι το t
είναι µέλος τουA, και η έκφραση «t /∈ A» ότι το t δεν είναι µέλος τουA. Η έκφραση
«x = y» σηµαίνει ότι τα x και y είναι το ίδιο αντικείµενο. ∆ηλαδή, η παράσταση
«x» στα αριστερά του συµβόλου της ισότητας είναι ένα όνοµα για το ίδιο αντικεί-
µενο που ονοµατίζει και η άλλη παράσταση, η «y». ΑνA = B, τότε για οποιοδήποτε
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αντικείµενο t ισχύει αυτοµάτως ότι t ∈ A ανν t ∈ B, για τον απλό λόγο ότι τα A και
B είναι το ίδιο αντικείµενο. Το αντίστροφο είναι η αρχή της εκτατικότητας: Εάν τα
A και B είναι σύνολα τέτοια ώστε για κάθε αντικείµενο t να ισχύει ότι

t ∈ A ανν t ∈ B,

τότε A = B. Η αρχή αυτή αντανακλά και το τι είναι ένα σύνολο· ένα σύνολο καθο-
ρίζεται µόνο από τα µέλη του.

Μια χρήσιµη πράξη είναι η προσάρτηση ενός επιπλέον αντικειµένου σε ένα σύ-
νολο. Για ένα σύνολο A, έστω A; t το σύνολο του οποίου τα µέλη είναι (i) τα µέλη
του A, συν (ii) το (πιθανώς νέο) µέλος t. Το t µπορεί να ανήκει η να µην ανήκει ήδη
στο A και, χρησιµοποιώντας συµβολισµό που θα οριστεί παρακάτω, έχουµε ότι

A; t = A ∪ {t}

και
t ∈ A ανν A; t = A.

Ένα ειδικό σύνολο είναι το κενό σύνολο, ∅, το οποίο δεν έχει απολύτως κανένα
µέλος. Οποιοδήποτε άλλο σύνολο χαρακτηρίζεται µη κενό. Για οποιοδήποτε αντικεί-
µενο x υπάρχει το µονοµελές σύνολο {x} το οποίο έχει ως µοναδικό µέλος το x.
Γενικότερα, για οποιοδήποτε πεπερασµένο πλήθος αντικειµένων, x1, . . . , xn, υπάρ-
χει το σύνολο {x1, . . . , xn}, το οποίο έχει ως µέλη ακριβώς αυτά τα αντικείµενα.
Να σηµειωθεί ότι {x, y} = {y, x}, αφού τα δύο αυτά σύνολα έχουν ακριβώς τα ίδια
µέλη. Απλώς χρησιµοποιήσαµε διαφορετικές εκφράσεις για να περιγράψουµε το σύ-
νολο. Εάν η διάταξη των στοιχείων έχει σηµασία, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
διατεταγµένα ζεύγη (τα οποία εξετάζονται παρακάτω).

Θα προεκτείνουµε τον συµβολισµό αυτό για να καλύψουµε και ορισµένες άπειρες
περιπτώσεις. Για παράδειγµα, {0, 1, 2, . . .} είναι το σύνολοN των φυσικών αριθµών,
και {. . . ,−2, −1, 0, 1, 2, . . .} είναι το σύνολο Z όλων των ακεραίων.

Μια έκφραση του τύπου «{x | x }» δηλώνει το σύνολο όλων των αντικειµέ-
νων x για τα οποία ισχύει ότι x . Θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό αυτό µε
αρκετή ελευθερία. Παραδείγµατος χάριν, {〈m,n〉 | m < n ανήκουν στο N} είναι
το σύνολο όλων των διατεταγµένων ζευγών φυσικών αριθµών στα οποία η πρώτη
συνιστώσα είναι µικρότερη από τη δεύτερη, ενώ {x ∈ A | x } είναι το σύνολο
όλων των µελών x του A για τα οποία ισχύει ότι x .

Εάν τοA είναι ένα σύνολο του οποίου όλα τα µέλη είναι επίσης µέλη του B, τότε
το A είναι υποσύνολο του B, γεγονός που συµβολίζεται «A ⊆ B». Σηµειωτέον ότι
οποιοδήποτε σύνολο είναι υποσύνολο του εαυτού του. Επίσης, το∅ είναι υποσύνολο
κάθε συνόλου. (Η έκφραση «∅ ⊆ A» είναι «αληθής εν κενώ», αφού για να επαλη-
θεύσουµε, για κάθε µέλος του∅, ότι ανήκει επίσης στοA δεν χρειάζεται να κάνουµε
απολύτως τίποτα. Ή, από µια άλλη οπτική γωνία, η έκφραση «A ⊆ B» µπορεί να
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είναι ψευδής µόνο αν κάποιο µέλος τουA δεν ανήκει στοB. Εάν όµωςA = ∅, αυτό
είναι αδύνατο.) Από το σύνολο A µπορούµε να σχηµατίσουµε ένα νέο σύνολο, το
δυναµοσύνολο PA του A, το οποίο έχει ως µέλη τα υποσύνολα του A. ∆ηλαδή,

PA = {x | x ⊆ A}.
Παραδείγµατος χάριν,

P∅ = {∅},
P{∅} = {∅, {∅}}.

Η ένωση των A και B,A∪B, είναι το σύνολο όλων των αντικειµένων που είναι
µέλη του A ή του B (ή και των δύο). Παραδείγµατος χάριν, A; t = A∪{t}. Αντί-
στοιχα, η τοµή των A και B,A∩B, είναι το σύνολο όλων των αντικειµένων που
είναι µέλη αµφότερων των A και B. Τα σύνολα A και B είναι ξένα ανν η τοµή τους
είναι κενή (δηλ. αν δεν έχουν κανένα κοινό µέλος). Περισσότερα από δύο σύνολα
χαρακτηρίζονται ανά δύο ξένα ανν για κάθε ζεύγος από αυτά ισχύει ότι τα µέλη του
ζεύγους είναι ξένα µεταξύ τους.

Γενικότερα, έστω ένα σύνολο A του οποίου τα µέλη είναι σύνολα και τα ίδια. Η
ένωση,

⋃
A, του A είναι το σύνολο που προκύπτει αν εντάξουµε όλα τα µέλη του A

σε ένα ενιαίο σύνολο:⋃
A = {x | τοx ανήκει σε κάποιο µέλος του A}.

Αντίστοιχα, για οποιοδήποτε µη κενό τέτοιο σύνολο A,⋂
A = {x | τοx ανήκει σε όλα τα µέλη του A}.

Παραδείγµατος χάριν, αν

A = {{0, 1, 5}, {1, 6}, {1, 5}},
τότε ⋃

A = {0, 1, 5, 6},
⋂
A = {1}.

∆ύο άλλα παραδείγµατα είναι τα εξής:

A ∪B = ⋃{A,B},
⋃PA = A.

Στις περιπτώσεις όπου έχουµε ένα σύνολο An για κάθε φυσικό αριθµό n, η ένωση
όλων αυτών των συνόλων,

⋃{An | n ∈ N}, συµβολίζεται συνήθως «⋃n∈NAn», ή
απλώς «

⋃
nAn».
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Το διατεταγµένο ζεύγος 〈x, y〉 των αντικειµένων x και y θα πρέπει να οριστεί έτσι
ώστε

〈x, y〉 = 〈u, v〉 ανν x = u και y = v.

Οποιοσδήποτε ορισµός που έχει αυτή την ιδιότητα είναι έγκυρος· ο καθιερωµένος
είναι ο εξής:

〈x, y〉 = {{x}, {x, y}}.
Για διατεταγµένες τριάδες, ορίζουµε

〈x, y, z〉 = 〈〈x, y〉, z〉.

Γενικότερα, ορίζουµε τις διάφορες n-άδες αναδροµικά ως εξής:

〈x1, . . . , xn+1〉 = 〈〈x1, . . . , xn〉, xn+1〉

για n > 1. Μας διευκολύνει να ορίσουµε επίσης 〈x〉 = x· στην περίπτωση αυτή,
η παραπάνω ισότητα ισχύει και για n = 1. Η S είναι πεπερασµένη ακολουθία (ή
αλλιώς συµβολοσειρά) µελών του A ανν υπάρχει θετικός ακέραιος n τέτοιος ώστε
S = 〈x1, . . . , xn〉, όπου κάθε xi ∈ A. (Ως πεπερασµένες ακολουθίες ορίζονται συχνά
κάποιες πεπερασµένες συναρτήσεις, αλλά ο παραπάνω ορισµός είναι κάπως πιο εύ-
χρηστος για εµάς.)

Τµήµα της πεπερασµένης ακολουθίας S = 〈x1, . . . , xn〉 είναι µια πεπερασµένη
ακολουθία

〈xk, xk+1, . . . , xm−1, xm〉, όπου 1 ≤ k ≤ m ≤ n.

Το τµήµα αυτό είναι αρχικό ανν k = 1 και γνήσιο ανν είναι διαφορετικό από την S.
Αν 〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , yn〉, τότε, όπως κανείς να αντιληφθεί εύκολα, xi = yi

για 1 ≤ i ≤ n. (Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή ως προς n και µε χρήση της βασικής
ιδιότητας των διατεταγµένων ζευγών.) Αν όµως 〈x1, . . . , xm〉 = 〈y1, . . . , yn〉, τότε
δεν έπεται εν γένει ότι m = n. Σε τελική ανάλυση, κάθε διατεταγµένη τριάδα είναι
επίσης διατεταγµένο ζεύγος. Θα δείξουµε όµως ότι τα m και n µπορούν να είναι
άνισα µόνο αν κάποιο xi είναι το ίδιο πεπερασµένη ακολουθία από yj , ή αντιστρό-
φως:

Λήµµα 0A Αν 〈x1, . . . , xm〉=〈y1, . . . , ym, . . . , ym+k〉, τότε x1=〈y1, . . . , yk+1〉.

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε επαγωγή ως προςm. Εάνm = 1, το συµπέρασµα έπε-
ται αµέσως. Όσον αφορά το επαγωγικό βήµα, έστω ότι 〈x1, . . . , xm, xm+1〉 =
〈y1, . . . , ym+k, ym+1+k〉. Οι πρώτες συνιστώσες αυτών των διατεταγµένων ζευ-
γών όµως θα πρέπει να είναι ίσες: 〈x1, . . . , xm〉 = 〈y1, . . . , ym+k〉. Κατόπιν,
εφαρµόζουµε την επαγωγική υπόθεση. �
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Παραδείγµατος χάριν, έστω ότι το A είναι ένα σύνολο τέτοιο ώστε κανένα µέλος
του A δεν είναι πεπερασµένη ακολουθία άλλων µελών. Στην περίπτωση αυτή, αν
〈x1, . . . , xm〉 = 〈y1, . . . , yn〉 και κάθε xi και yj ανήκει στο A, τότε σύµφωνα µε το
παραπάνω λήµµαm = n. Κατά συνέπεια έχουµε επίσης ότι xi = yi.

Από τα σύνολαA καιB µπορούµε να σχηµατίσουµε το καρτεσιανό γινόµενό τους,
δηλαδή το σύνολο A × B όλων των ζευγών 〈x, y〉 για τα οποία x ∈ A και y ∈ B.
Το An είναι το σύνολο όλων των n-άδων από µέλη του A. Παραδείγµατος χάριν,
A3 = (A×A)×A.

Μια σχέση R είναι ένα σύνολο διατεταγµένων ζευγών. Παραδείγµατος χάριν, η
σχέση διάταξης πάνω στους αριθµούς 0–3 εκφράζεται από –και στην πραγµατικό-
τητα είναι– το σύνολο των διατεταγµένων ζευγών

{〈0, 1〉, 〈0, 2〉, 〈0, 3〉, 〈1, 2〉, 〈1, 3〉, 〈2, 3〉}.
Το πεδίο ορισµού της R (το οποίο συµβολίζεται domR) είναι το σύνολο όλων των
αντικειµένων x για τα οποία ισχύει ότι 〈x, y〉 ∈ R για κάποιο y. Το πεδίο τιµών της
R (το οποίο συµβολίζεται ranR) είναι το σύνολο όλων των αντικειµένων y για τα
οποία ισχύει ότι 〈x, y〉 ∈ R για κάποιο x. Η ένωση των domR και ranR είναι το
σώµα (ή αλλιώς πεδίο) της R, fld R.

Μια n-µελής σχέση πάνω στο A είναι ένα υποσύνολο του An. Αν n > 1, είναι
σχέση. Μια 1-µελής (µονοµελής) σχέση πάνω στο A, όµως, είναι απλώς ένα υπο-
σύνολο του A. Μια ιδιαίτερα απλή διµελής σχέση πάνω στο A είναι η σχέση της
ισότητας {〈x, x〉 | x ∈ A} πάνω στο A. Αν R είναι µια n-µελής σχέση πάνω στο A
και B είναι ένα υποσύνολο του A, ο περιορισµός της R στο B είναι η τοµή R ∩Bn.
Παραδείγµατος χάριν, η σχέση που παραθέσαµε παραπάνω είναι ο περιορισµός στο
σύνολο B = {0, 1, 2, 3} της σχέσης διάταξης πάνω στο N.

Μια συνάρτηση είναι µια σχέση F που έχει την ιδιότητα να είναι µονότιµη: Για
κάθε x στο domF υπάρχει µόνο ένα y τέτοιο ώστε 〈x, y〉 ∈ F . Ως συνήθως, λέµε ότι
το µοναδικό αυτό y είναι η τιµή F (x) που παίρνει η F στο x. (Ο συµβολισµός αυτός
ανάγεται στον Euler. Είναι κρίµα που ο Euler δεν επέλεξε αντ’ αυτού την έκφραση
(x)F · µια τέτοια επιλογή θα ήταν χρήσιµη για τη σύνθεση συναρτήσεων: η f ◦g είναι
η συνάρτηση της οποίας η τιµή στο x είναι η f(g(x)), δηλαδή η τιµή που προκύπτει
αν εφαρµόσουµε πρώτα την g και µετά την f .)

Λέµε ότι η F απεικονίζει το A στο B. Αυτό εκφράζεται συνοπτικά στη µορφή

F : A→ B

που σηµαίνει ότι η F είναι µια συνάρτηση, domF = A, και ranF ⊆ B. Εάν επι-
πλέον ranF = B, τότε η F απεικονίζει το A επί του B. Η F είναι ένα προς ένα ανν
για κάθε y στο ranF υπάρχει µόνο ένα x τέτοιο ώστε 〈x, y〉 ∈ F . Εάν το ζεύγος
〈x, y〉 ανήκει στο domF , τότε θέτουµε F (x, y) = F (〈x, y〉). Ο συµβολισµός αυτός
επεκτείνεται και σε n-άδες· F (x1, . . . , xn) = F (〈x1, . . . , xn〉).



6 Μια µαθηµατική εισαγωγή στη λογική

Μια n-µελής πράξη πάνω στο A είναι µια συνάρτηση που απεικονίζει το An στο
A. Παραδείγµατος χάριν, η πρόσθεση είναι µια διµελής πράξη πάνω στο N, ενώ η
πράξη της «διαδοχής» S (όπου S(n) = n+1) είναι µια µονοµελής πράξη πάνω στο
N. Εάν η f είναι µια n-µελής πράξη πάνω στο A, τότε ο περιορισµός της f σε ένα
υποσύνολοB τουA είναι η συνάρτηση g µε πεδίο ορισµού Bn η οποία συµπίπτει µε
την f σε κάθε σηµείο του Bn. ∆ηλαδή,

g = f ∩ (Bn ×A).
Αυτή η συνάρτηση g θα είναι n-µελής πράξη πάνω στο B ανν το B είναι κλειστό ως
προς την f , µε την έννοια ότι f(b1, . . . , bn) ∈ B όταν καθένα από τα bi ανήκει στοB.
Σε αυτήν την περίπτωση, g = f∩Bn+1, σε συµφωνία µε τον ορισµό που δώσαµε για
τον περιορισµό µιας σχέσης. Παραδείγµατος χάριν, η πράξη της πρόσθεσης πάνω στο
N, η οποία περιέχει τριάδες όπως η 〈〈3, 2〉, 5〉, είναι ο περιορισµός στο N της πράξης
της πρόσθεσης πάνω στο R, η οποία περιέχει πολύ περισσότερες τριάδες.

Μια ιδιαίτερα απλή µονοµελής πράξη πάνω στο A είναι η ταυτοτική συνάρτηση
Id πάνω στο A, η οποία περιγράφεται από την ισότητα

Id(x) = x για x ∈ A.
∆ηλαδή, Id = {〈x, x〉 | x ∈ A}.

Για µια σχέση R, ορίζουµε τα ακόλουθα:

Η R είναι ανακλαστική πάνω στο A ανν 〈x, x〉 ∈ R για κάθε x στο A.
Η R είναι συµµετρική ανν για κάθε 〈x, y〉 ∈ R, έχουµε επίσης 〈y, x〉 ∈ R.
Η R είναι µεταβατική ανν οποτεδήποτε ισχύει ότι 〈x, y〉 ∈ R και 〈y, z〉 ∈ R

(εφόσον υπάρχουν τέτοιες περιπτώσεις), έχουµε επίσης ότι 〈x, z〉 ∈ R.
Η R ικανοποιεί την τριχοτοµική ιδιότητα πάνω στο A ανν για κάθε x και y που

ανήκουν στο A, ισχύει ένα και µόνο ένα από τα εξής τρία ενδεχόµενα: 〈x, y〉 ∈ R,
x = y, ή 〈y, x〉 ∈ R.

ΗR είναι σχέση ισοδυναµίας πάνω στοA ανν αποτελεί διµελή σχέση πάνω στοA
η οποία είναι ανακλαστική πάνω στο A, συµµετρική και µεταβατική.

Η R είναι σχέση διάταξης πάνω στο A ανν είναι µεταβατική και ικανοποιεί την
τριχοτοµική ιδιότητα πάνω στο A.

Για µια σχέση ισοδυναµίας R πάνω στο A και για x ∈ A, ορίζουµε ως κλάση ισο-
δυναµίας [x] του x το σύνολο {y | 〈x, y〉 ∈ R}. Οι κλάσεις ισοδυναµίας διαµερίζουν
το A. ∆ηλαδή, οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι υποσύνολα του A τέτοια ώστε κάθε µέ-
λος του A να ανήκει σε µία και µόνο µία κλάση ισοδυναµίας. Για οποιαδήποτε µέλη
x και y του A,

[x] = [y] ανν 〈x, y〉 ∈ R.
Το σύνολο N των φυσικών αριθµών είναι το σύνολο {0, 1, 2, . . .}. (Οι φυσικοί

αριθµοί µπορούν επίσης να οριστούν συνολοθεωρητικά· το ζήτηµα αυτό ανακύπτει,
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χωρίς να αναπτύσσεται εκτενώς, στην Ενότητα 3.7.) Ένα σύνολο A είναι πεπερα-
σµένο ανν υπάρχει ένα προς ένα συνάρτηση f η οποία απεικονίζει το A επί του
{0, 1, . . . , n − 1}, όπου n κάποιος φυσικός αριθµός. (Μπορούµε να θεωρούµε ότι
η f «αριθµεί» τα µέλη του A.)

Ένα σύνολο A είναι αριθµήσιµο ανν υπάρχει συνάρτηση που να απεικονίζει ένα
προς ένα τοA στοN. Παραδείγµατος χάριν, οποιοδήποτε πεπερασµένο σύνολο είναι
προφανώς αριθµήσιµο. Αν έχουµε τώρα ένα άπειρο αριθµήσιµο σύνολο A, τότε από
τη δεδοµένη συνάρτηση f που απεικονίζει το A ένα προς ένα στο N, µπορούµε να
εξαγάγουµε µια συνάρτηση f ′ η οποία απεικονίζει ένα προς ένα το A επί του N. Για
κάποιο a0 ∈ A, όπου f(a0) είναι το µικρότερο µέλος του ran f , έστω f ′(a0) = 0.
Εν γένει, υπάρχει µοναδικό an ∈ A τέτοιο ώστε το f(an) να είναι το (n + 1)-οστό
µέλος του ran f · έστω f ′(an) = n. Σηµειωτέον ότι A = {a0, a1, . . .}. (Μπορούµε
επίσης να θεωρούµε ότι η f ′ «αριθµεί» τα µέλη του A, µόνο που τώρα η διαδικασία
αρίθµησης είναι ατέρµονη.)

Θεώρηµα 0B Αν A είναι ένα αριθµήσιµο σύνολο, τότε το σύνολο όλων των
πεπερασµένων ακολουθιών από µέλη του A είναι επίσης αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Το σύνολο S όλων αυτών των πεπερασµένων ακολουθιών µπορεί να
εκφραστεί ως εξής

S =
⋃
n∈N
An+1.

∆εδοµένου ότι το A είναι αριθµήσιµο, υπάρχει συνάρτηση f η οποία απει-
κονίζει το A ένα προς ένα στο N.

Η βασική ιδέα της απόδειξης είναι να απεικονίσουµε το σύνολο S ένα προς
ένα στο N αντιστοιχίζοντας στην ακολουθία 〈a0, a1, . . . , am〉 τον αριθµό

2f(a0)+13f(a1)+1 · . . . · pf(am)+1
m , όπου pm είναι ο (m+1)-οστός πρώτος αριθ-

µός. Η επιλογή αυτή έχει το µειονέκτηµα ότι η παραπάνω αντιστοίχιση πιθα-
νόν να µην είναι καλά ορισµένη, διότι θα µπορούσαµε ενδεχοµένως να έχουµε
〈a0, a1, . . . , am〉 = 〈b0, b1, . . . , bn〉, όπου τα ai και bj ανήκουν στο A αλλά
m �= n. Αυτό όµως δεν αποτελεί σοβαρό πρόβληµα· απλώς αντιστοιχίζουµε
σε κάθε µέλος του S τον µικρότερο αριθµό που µπορεί να προκύψει µε τον
παραπάνω τρόπο, οπότε έχουµε µια καλά ορισµένη απεικόνιση η οποία, όπως
µπορούµε να αντιληφθούµε εύκολα, είναι ένα προς ένα. �

Στη µελέτη µας, θα τύχει περιστασιακά να αναφερθούµε σε δέντρα, τα οποία σε
ορισµένες περιπτώσεις µπορεί να παράσχουν εποπτικά χρήσιµες εικόνες. Ωστόσο,
οι αναφορές µας σε δέντρα θα περιοριστούν σε άτυπα σχόλια· τα θεωρήµατα και οι
αποδείξεις δεν θα βασίζονται σε αυτά. Ως εκ τούτου, η παρακάτω παρουσίαση των
δέντρων θα είναι επίσης άτυπη.

Για κάθε δέντρο, υπάρχει µια υποκείµενη πεπερασµένη µερική διάταξη. Η µερι-
κή αυτή διάταξη R µπορεί να αναπαρασταθεί σχηµατικά ως εξής: αν 〈a, b〉 ∈ R,
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τότε τοποθετούµε το a χαµηλότερα από το b και συνδέουµε τα δύο σηµεία µε ένα
ευθύγραµµο τµήµα. ∆ύο τυπικές δενδροειδείς διατάξεις είναι οι ακόλουθες.

(Στα µαθηµατικά, τα δέντρα αναπτύσσονται προς τα κάτω, και όχι προς τα πάνω.)
Σε µια τέτοια εικόνα υπάρχει πάντοτε ένα ανώτατο σηµείο (η ρίζα). Επιπλέον, ενώ
επιτρέπεται να υπάρχουν διακλαδώσεις κάτω από οποιονδήποτε κόµβο, τα σηµεία
επάνω από οποιονδήποτε δεδοµένο κόµβο θα πρέπει να κείνται σε µια γραµµή.

Εκτός από αυτήν την υποκείµενη πεπερασµένη µερική διάταξη, για κάθε δέντρο
υπάρχει επίσης µια «επιγραφική» συνάρτηση, της οποίας το πεδίο ορισµού είναι το
σύνολο των κόµβων. Ένα ενδεικτικό δέντρο, στο οποίο οι επιγραφές είναι φυσικοί
αριθµοί, είναι το ακόλουθο.

Σε λίγα σηµεία της µελέτης µας σε αυτό το βιβλίο θα χρησιµοποιήσουµε το αξί-
ωµα της επιλογής. Συνήθως, όµως, η χρήση αυτού του αξιώµατος µπορεί να παρα-
λειφθεί αν τα θεωρήµατα που πραγµατευόµαστε περιοριστούν σε αριθµήσιµες γλώσ-
σες. Από τις πολλές ισοδύναµες διατυπώσεις του αξιώµατος της επιλογής, ιδιαίτερα
χρήσιµη είναι η µορφή του λήµµατος του Zorn.

Λέµε ότι µια συλλογή C από σύνολα αποτελεί αλυσίδα ανν για οποιαδήποτε στοι-
χεία x και y της C έχουµε είτε x ⊆ y είτε y ⊆ x.

Λήµµα του Zorn Έστω A ένα σύνολο τέτοιο ώστε για οποιαδήποτε αλυσίδα
C ⊆ A, το σύνολο

⋃
C ανήκει στο A. Στην περίπτωση αυτή, υπάρχει κάποιο

στοιχείο m ∈ A το οποίο είναι µεγιστιαίο, µε την έννοια ότι δεν αποτελεί υπο-
σύνολο κανενός άλλου στοιχείου του A.
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Πληθάριθµοι

Όλα τα άπειρα σύνολα είναι µεγάλα, αλλά κάποια είναι µεγαλύτερα από άλλα. (Παρα-
δείγµατος χάριν, το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι µεγαλύτερο από το σύ-
νολο των ακεραίων.) Οι πληθάριθµοι µας παρέχουν ένα εύχρηστο, αν και όχι «αναν-
τικατάστατο», τρόπο να αναφερόµαστε στο µέγεθος διαφόρων συνόλων.

Είναι εύλογο να λέµε ότι δύο σύνολα A και B έχουν το ίδιο µέγεθος ανν υπάρ-
χει συνάρτηση που απεικονίζει ένα προς ένα το A επί του B. Εάν τα A και B είναι
πεπερασµένα, τότε η έννοια αυτή είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη έννοια του «ισοµε-
γέθους»: Εάν αριθµήσουµε τα µέλη του A και τα µέλη του B, θα προκύψει και τις
δύο φορές ο ίδιος αριθµός. Η έννοια αυτή όµως µπορεί να εφαρµοστεί ακόµη και σε
άπειρα σύνολα A και B, όπου η αρίθµηση είναι δύσκολη.

Σε τυπικό επίπεδο, λοιπόν, λέµε ότι τα A και B είναι ισοπληθή (σε συµβολική
µορφή: A ∼ B) ανν υπάρχει ένα προς ένα συνάρτηση που απεικονίζει το A επί του
B. Παραδείγµατος χάριν, το σύνολο N των φυσικών αριθµών και το σύνολο Z των
ακεραίων είναι ισοπληθή. Όπως µπορούµε να αντιληφθούµε εύκολα, η σχέση της
ισοπληθικότητας είναι ανακλαστική, συµµετρική, και µεταβατική.

Για πεπερασµένα σύνολα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ως µέτρο του µεγέ-
θους τους φυσικούς αριθµούς. Σε δύο πεπερασµένα σύνολα θα αποδιδόταν ο ίδιος
φυσικός αριθµός (ως µέτρο του µεγέθους τους) ανν τα σύνολα ήταν ισοπληθή. Για
να µπορέσουµε να γενικεύσουµε αυτήν την κατάσταση σε άπειρα σύνολα εισάγονται
οι πληθάριθµοι.

Σε κάθε σύνολο A µπορούµε να αποδώσουµε ένα συγκεκριµένο «αντικείµενο»,
τον πληθάριθµο (ή πληθικό αριθµό, ή πληθικότητα) τουA (που συµβολίζεται cardA),
έτσι ώστε σε δύο σύνολα να αποδίδεται η ίδια πληθικότητα ανν τα σύνολα αυτά είναι
ισοπληθή:

cardA = cardB ανν A ∼ B. (Κ)

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να αποδώσουµε αυτό το «αντικείµενο»· ο καθιερωµένος
τρόπος στις µέρες µας είναι να ορίσουµε ως cardA το ελάχιστο τακτικό αριθµητικό
που είναι ισοπληθές µε το A. (Η επιτυχία αυτού του ορισµού βασίζεται στο αξίωµα
της επιλογής.) ∆εν πρόκειται να εξετάσουµε εδώ τα τακτικά αριθµητικά, διότι δεν
έχει σχεδόν καµία σηµασία για τη µελέτη µας τι είναι στην πραγµατικότητα ο cardA,
όπως δεν έχει σηµασία τι είναι στην πραγµατικότητα ο αριθµός 2. Το σηµαντικότερο
απ’ όλα είναι ότι η (Κ) ισχύει. Ωστόσο, είναι χρήσιµο αν για ένα πεπερασµένο σύ-
νολο A, ο cardA είναι ο φυσικός αριθµός που δηλώνει πόσα στοιχεία έχει το A.
Χαρακτηρίζουµε κάτι πληθάριθµο, ή πληθικό (αριθµό), ανν είναι cardA για κάποιο
σύνολο A.

(Ο Georg Cantor, ο οποίος ήταν αυτός που εισήγαγε την έννοια του πληθάριθµου,
χαρακτήρισε το 1985 τον πληθάριθµο ενός συνόλουM «τη γενική έννοια η οποία, µε
τη βοήθεια της ενεργού διάνοιάς µας, απορρέει από το σύνολοM κατόπιν αφαίρεσης
από τη φύση των διαφόρων στοιχείων του και από τη δοθείσα διάταξή τους.»)
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Λέµε ότι το A κυριαρχείται από το B (σε συµβολική γραφή, A � B) ανν το
A είναι ισοπληθές µε ένα υποσύνολο του B. Με άλλα λόγια, A � B ανν υπάρχει
ένα προς ένα συνάρτηση που απεικονίζει το A στο B. Η αντίστοιχη έννοια για τους
πληθάριθµους είναι

cardA ≤ cardB ανν A � B.
(Όπως µπορούµε να αντιληφθούµε εύκολα, η σχέση «≤» είναι καλά ορισµένη· δηλα-
δή, το κατά πόσο κ ≤ λ εξαρτάται µόνο από τους ίδιους τους πληθάριθµους κ και λ,
και όχι από την επιλογή των συνόλων που έχουν αυτές τις πληθικότητες.) Η κυριαρ-
χία είναι ανακλαστική και µεταβατική. Ένα σύνολο A κυριαρχείται από το N ανν το
A είναι αριθµήσιµο. Ένα γνωστό σχετικό θεώρηµα είναι το ακόλουθο.

Θεώρηµα Schröder–Bernstein

(α) Για οποιαδήποτε σύνολα A και B, αν A � B και B � A, τότε A ∼ B.
(β) Για οποιουσδήποτε πληθάριθµους κ και λ, αν κ ≤ λ και λ ≤ κ, τότε κ = λ.
Το σκέλος (β) είναι απλή αναδιατύπωση του σκέλους (α) συναρτήσει των πληθά-

ριθµων. Το ακόλουθο θεώρηµα, που τυχαίνει να είναι ισοδύναµο µε το αξίωµα της
επιλογής, διατυπώνεται µε τον ίδιο δυϊκό τρόπο.

Θεώρηµα 0C (α) Για οποιαδήποτε σύνολα A και B, είτε A � B είτε B � A.
(β) Για οποιουσδήποτε πληθάριθµους κ και λ, είτε κ ≤ λ είτε λ ≤ κ.
Συνεπώς, για οποιουσδήποτε δύο πληθάριθµους, ο ένας είναι µικρότερος από τον

άλλο. (Μάλιστα, οποιοδήποτε µη κενό σύνολο πληθάριθµων περιέχει έναν ελάχιστο
αριθµό.) Οι µικρότεροι δυνατοί πληθάριθµοι είναι αυτοί των πεπερασµένων συνό-
λων: 0, 1, 2, . . . . Στη συνέχεια, έχουµε τον µικρότερο δυνατό άπειρο πληθάριθµο,
τον cardN, ο οποίος ονοµάζεται ℵ0 (προφέρεται «άλεφ µηδέν»). Συνεπώς, έχουµε

0, 1, 2, . . . ,ℵ0,ℵ1, . . . ,
όπου ℵ1 είναι ο µικρότερος δυνατός πληθάριθµος που είναι µεγαλύτερος του ℵ0. Η
πληθικότητα των πραγµατικών αριθµών, cardR, ονοµάζεται «2ℵ0». ∆εδοµένου ότι
το σύνολο R είναι υπεραριθµήσιµο, έχουµε ότι ℵ0 < 2ℵ0 .

Οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού, προ πολλού γνωστές για
τους πεπερασµένους πληθάριθµους, µπορούν να επεκταθούν σε όλους τους πληθά-
ριθµους. Για να υπολογίσουµε το άθροισµα κ+ λ επιλέγουµε ξένα σύνολα A και B
πληθικότητας κ και λ, αντίστοιχα, οπότε έχουµε

κ+ λ = card(A ∪B).
Η πράξη αυτή είναι καλά ορισµένη, δηλ. το κ + λ εξαρτάται µόνο από τα κ και λ,
και όχι από την επιλογή των ξένων συνόλων A και B. Για τον πολλαπλασιασµό,
χρησιµοποιούµε τη σχέση

κ · λ = card(A×B).



Κεφάλαιο 0. Χρήσιµα στοιχεία σχετικά µε τα σύνολα 11

Οι ορισµοί αυτοί είναι εµφανώς σωστοί για πεπερασµένους πληθάριθµους. Η αριθ-
µητική των άπειρων πληθάριθµων είναι αναπάντεχα απλή (βάσει του αξιώµατος της
επιλογής). Το άθροισµα ή το γινόµενο δύο άπειρων πληθάριθµων ισούται απλώς µε
τον µεγαλύτερο από τους δύο τους:

Θεώρηµα της αριθµητικής πληθάριθµων Για δύο πληθάριθµους κ και λ, αν
κ ≤ λ και ο λ είναι άπειρος, τότε κ+λ = λ. Επιπλέον, αν κ �= 0, τότε κ·λ = λ.

Ειδικότερα, για κάθε άπειρο πληθάριθµο κ,

ℵ0 · κ = κ.

Θεώρηµα 0D Για ένα άπειρο σύνολο A, το σύνολο
⋃
nA

n+1 όλων των πεπερα-
σµένων ακολουθιών από στοιχεία του A έχει πληθικότητα ίση µε cardA.

Έχουµε ήδη αποδείξει το θεώρηµα αυτό για την περίπτωση ενός αριθµήσιµου
συνόλου A (βλ. Θεώρηµα 0B).

Απόδειξη. Βάσει του θεωρήµατος της αριθµητικής πληθάριθµων (εφαρµοσµέ-
νου n φορές), κάθε σύνολο An+1 έχει πληθικότητα ίση µε cardA. Εποµένως,
έχουµε την ένωση ℵ0 συνόλων αυτού του µεγέθους, η οποία δίνει συνολικά
ℵ0 · cardA= cardA σηµεία. �

Παράδειγµα. Έπεται ότι το σύνολο των αλγεβρικών αριθµών έχει πληθικότητα
ℵ0. Κατ’ αρχάς, µπορούµε να χαρακτηρίσουµε κάθε πολυώνυµο (µίας µεταβλη-
τής) πάνω στους ακεραίους µέσω της ακολουθίας των συντελεστών του. Σύµ-
φωνα µε το θεώρηµα, υπάρχουν ℵ0 πολυώνυµα. Καθένα από αυτά έχει πεπε-
ρασµένο πλήθος ριζών. Για να θέσουµε ένα υπερβολικό άνω φράγµα, παρα-
τηρούµε ότι ακόµη και αν κάθε πολυώνυµο είχε ℵ0 ρίζες, θα είχαµε συνολικά
ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 αλγεβρικούς αριθµούς. Αφού υπάρχουν τουλάχιστον τόσοι τέτοιοι
αριθµοί, το ζητούµενο έχει αποδειχθεί.

∆εδοµένου ότι υπάρχουν υπεραριθµήσιµοι (στην πραγµατικότητα, 2ℵ0) πραγµα-
τικοί αριθµοί, έπεται ότι υπάρχουν υπεραριθµήσιµοι (στην πραγµατικότητα, 2ℵ0 )
υπερβατικοί αριθµοί.




